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Descripcioé del curs

1 Fitxa del curs

TITOL: Curs zero de matematiques per a l’enginyeria
DATES: darrera quinzena de juliol

HORARI: De 10:00h a 13:00h

LLOC: Escola Politecnica Superior

2 Matricula

CREDITS: 2,5 ECTS
LLOC: Secretaria de Direccié EPS
(Despatx 0.15 - Escola Politecnica Superior)
DATES: a partir del 15 de juliol
HORARI:  De 9:00h a 13:00h

* Kl curs no s’oferira si no hi ha un minim de 15 alumnes matriculats.

3 Objectiu

Les assignatures de matematiques estan presents en totes les titulacions d’en-
ginyeria i arquitectura tecnica. Son assignatures, que pel seu caracter fona-
mental i transversal, sén imprescindibles per cursar assignatures posteriors
més especialitzades. En 'actualitat, I’accés dels estudiants de nou ingrés als
estudis de grau és molt divers, i per aquest motiu els nivells de coneixements
basics en matematiques sén ben diferents. Aixi doncs, 1'objectiu principal
del curs és el de revisar i refrescar conceptes de matematiques ja presen-
tats en el Batxillerat, per tal d’igualar els nivells de coneixement en aquest
ambit i, per tant, garantir un seguiment adequat de les assignatures de ma-
tematiques de primer curs de les titulacions de grau de I’Escola Politecnica
Superior (EPS): Arquitectura Técnica, Enginyeria Informatica, Enginyeria
Mecanica, Enginyeria Electronica Industrial i Automatica.
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4 Estudiants a qui va adrecat

e Estudiants que provenen de Cicles Formatius de Grau Superior i acce-
deixen a qualsevol de les titulacions de grau de I'EPS.

e Estudiants que provenen de Batxillerat en Humanitats i Ciencies Soci-
als i accedeixen als estudis del Doble Grau en Enginyeria Informatica i
Administracié i Direccié d’Empresa.

e Qualsevol estudiant de nou ingrés que accedeixi a qualsevol titulacié de
grau de 'EPS i vulgui reforcar els seus coneixements de matematiques.

Els estudiants de nou ingrés podran realitzar un test d’autodiagnosi, per
avaluar el seu nivell i, per tant, la conveniéncia de matricular-se en aquest
curs.

5 Estructura i metodologia

El curs s'imparteix durant 25 hores (2,5 credits ECTS) durant el mes de juliol.
El curs s’organitza en sessions diaries de 3 hores. L’enfoc és eminentment
practic. En cadascuna de les sessions de 3 hores s’abordara un dels temes
del programa, presentant primer, i breument, els coneixements teorics basics,
per abordar tot seguit el plantejament i resolucié de problemes a I'aula (bé
individualment o en grup). Es proposaran activitats de refor¢ pel periode no
lectiu d’agost.

6 Programa

e Expressions algebraiques, equacions i polinomis

— Fraccions, potencies, arrels i logaritmes
— Binomi de Newton

— Equacions de 2n grau i biquadrades

Equacions exponencials i logaritmiques
— Inequacions

— Operacions amb polinomis

Factoritzacié d'un polinomi

e Trigonometria plana



Curs Zero de Matematiques per a ’Enginyeria

— Mesures d’angles: graus i radians
— Raons trigonometriques

— Reduccié a les raons trigonometriques d’angles del primer qua-
drant

— Identitats trigonometriques
— Raons trigonometriques de la suma d’angles, angle doble, angle
meitat i transformacions entre sumes i productes

e Funcions

— Conceptes basics: domini, recorregut

— Limits de funcions i calcul d’asimptotes
— Funcions polinomiques

— Funcions sinus, cosinus i tangent

— Funcions exponencial i logaritmica

— Valor absolut d’una funcié
e Derivades

— Definicié
— Calcul de derivades, regles de derivacié i regla de la cadena

— Estudi i representaci6 grafica de funcions (extrems relatius, punts
d’inflexié, concavitat, convexitat)

— Problemes d’optimitzacié
e Integrals

— Calcul de primitives immediates
— Integracié per parts

— Integracié per canvi de variable
— Integracié de fraccions racionals

— Integral definida
e Geometria analitica plana

— Equacions de la recta

— Angle entre rectes
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— Rectes paral-leles i perpendiculars
— Calcul de 'equaci6 de la recta tangent d’una corba
— Distancia entre punts i punt i recta

— Coniques: equacions canoniques o reduides
e Algebra lineal

— Matrius 1 determinants
— Resolucid de sistemes

— Interpretacié geometrica del sistemes i de la seva solucio



Autodiagnosis

Autodiagnosi inicial

1. Les solucions de I'equacié 4% — 27 = 2 sén:

(a) =2

(b) z=—-1liz=

(c)x=1

(d) z=1liz=-2
)

2. Siguin p(z) = 2 =523+ 322 — 42— 1 i q(z) = 2* — 4z + 3 dos polinomis
en z. El resultat de la divisié p(x)/q(x) és

Cocient: 2 —x — 4. Resta: 0

Cocient: 2 —x — 4. Resta: —17z + 11

)
)
c) Cocient: —x? + z. Resta: 223 + 42? — 7o — 1
) Cocient: —x? + x + 4. Resta: —17z + 11

)

Va—22

SeTs El domini

(a) R

(b) R—{-3

(¢) L’interval [—2;2]
(d) [=2;2] = {—3

(e) Cap dels anteriors
4. La funci6 derivada f'(z) de f(z) = In(Ve?*+5) és:

9
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1

Ve2r+s
1
(b) Seers

(a)

1
(c) 9
(d) 1.

oS
5. Una primitiva de ——=
sin®(x)

(a) In(sin®(x)).

6. L’area compresa entre y =1,z =01y = \/ﬁ val:

8. Per quin o quins valors del parametre real m els plans
m o x+my+z = =1, m: mxty+3z = =3, w3 mr+ytz = —1,
tenen com a interseccié una recta?

(a) Perm=1im=—1

10
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(b) Per m = 1.
(c) Perm #11im # —1.

(d) Per cap valor de m.

9. La inversa de la matriu ( 1 —1/2 ) és:

0 1/2
@ (g y)

11
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Autodiagnosi final

1. Les solucions de 'equacié e**~2 = 28 sén:

2. El maxim comi divisor dels polinomis p(z) = 2* +
ig(x)=a"—16x és

(a
(b

) z(z —2)(x +2)(a? +4)

) x(x — )(x+2)( —3)(z +4) (2> +4)
()

(d) 22+ 4
(e) Tots els anteriors
(f)

[17

Cap dels anteriors

31622 —4x 448

3. L’expresi6 trigonometrica sin®  — cos* z es pot simplificar com:

(a) —cos2x
(b) sin2z
(c) —sin2zx
(d) —cos§

(e) Cap dels anteriors

4. El lim,_, o, 22=L és:

e
(a) 0
(b) oo
(©) %
(d) 1
(e) 2
(f) Cap dels anteriors

12
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2— 7’
2x°—10x té:

5. La funcié y = =%

(a) Una asimptota horitzontal en y = 0
(b) Una asimptota vertical en x =0

(c) Tots els anteriors

(d) Cap dels anteriors

6. Les abscisses on f(z) = (2% — 5z + 8)e” i g(x) = € tenen tangents
paralleles son:

7. D’entre tots els triangles de base 8cm i altura 3cm, el de perimetre
minim és el de perimetre:

(a) 14.
(b) 16.
(c) 18.
(d) 11453

9. La distancia entre el punt (4, —3) i la recta = és:

(a) 0,
(b) 24 u,
(c) 4.8 u,

13
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(d) oo ja que la recta és infinita.

1 -2 3
10. El determinant de la matriu 2 —1 4 val:
1 21
(a) Aquesta matriu no té determinant,
(b) 0,
(C) _27
(d) 2.
1 2 —1 2 -1
11. Considerem les matrius A = 1B = 3 2 1. El
01 -3 1 —1

producte AB déna:

(a) No es pot multiplicar A per B.

2 3 1
) [ 3 8 -9
11 2
)
(i)
RESPOSTES
1. (d)
2. ()

14
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Capitol 1

Expressions algebraiques,

equacions i polinomis

1.1 Eliminar I’arrel del denominador i simplificar.

10

Sol.- (a) 2, (b) V12, () YZFZHV/TFL 1 (q) Va1 ()

r—1 7

“[&

(z —y).

1.2 Calcular els logaritmes segiients.

19



FEzxercicis

(g) In0
(h) In3-logse
(i) log, V8

Sol.- (a) 3, (b) 5, (c) —2, (d) 6, (¢) 0, (£) 0, (g) no existeix, (h) 1, (i)
3/2.

1.3 Simplificar les expressions segiients.

(a) (22 +5x+6)(2? — 1)
(c) (x+ 3)(x? — 8z + 15)
(z + 3)(2? — 8z + 15)

(d) 9.2
(e) (xz—1)°

xt —4x® + 622 — 4o+ 1
() —

(8) Vaty? — VaPy® + 3y/zy

(h) (a+b/2)* — (2a — )3

Sol.- (a) x* +52% + 522 — 52 — 6 = (x + 3)(z + 2)(z — 1)(z + 1), (b)
(x+3)(x+1)perx#—2ix#1, (c) 23 —52>—92x+45 (d) 5 —=x
perx # —3ix#3, (e) 2 — 322+ 3z — 1, (f) —23 + 32> — 3z + 1 per

z#1, () (2% —zy? +3) /7y, (h) a* +2a*b — 8a® + (3a2b?) /2 + 12a2b+
(ab®)/2 — 6ab® + b1 /16 + b3.

1.4 Resoldre les equacions quadratiques segiients.

Sol.- (a) x =5ix =6, (b)e=1/2ix=-3,(c)x=1/2ix=1/3,
(d) x =1/5, (e) x = —1/3, (f) cap solucié.

20
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1.5 Resoldre les equacions biquadrades segiients.

(a) z* — 2527 + 144 =0
(b) a* — 3222 + 240 = 0
(c) 362 — 576 =0

(d) 22* +10 =0

Sol.- (a) v = 43 ix = 44, (b) v = £2/3 i 2 = £2V/5, (c) » = 2,
(d) cap solucid.
1.6 Resoldre les equacions segiients, utilitzant les propietats de les potencies
i els logaritmes.
31’
= 243
(a) 3

(b) 5¢/125% — (%)3%1
(c) 7725046 = 1

(d) 47+ 42513 — 320 = 0

(0) e = (V2)°

(f) log(bx +4) —log2 = % log(z +4)

Sol.- (a) x =7, (b) v =5/36, (¢) z =2ix =3, (d) = 3, (e)
=202 () 2 =01z =236/25.

1.7 Resoldre les inequacions segiients.
(a)
(b) 10—z <3 -2z
(c) 22 =11z +30 <0
(d) 22 =11z +30>0

(e) 922+ 62 +1<0

() 2t — 2522 + 144 < 0

Sol.- (a) x > 5/2, (b) 2 < =7, (¢c) 5 <z <6, (d) x € (—o0;5)U(6;00),

(e) cap soluci6, (f) x € [—4; —=3] U [3;4].

1.8 Dividir el polinomi p(z) pel polinomi m(z), i donar en cada cas el
quocient ¢(z) i la resta r(x).

21
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(a) p(z) =92° — 922 + 4z — 4, m(z) =z — 1

(b) p(z) = 2* — 2522 + 144, m(z) = 2*> + x — 12

(¢) p(z) = 162* — 2522 + 144, m(z) = 2z — 12

(d) p(z) = 162* — 2522 + 144, m(z) = x + 12

(e) p(z) =12° — 22 + 223 — bz + o — 3, m(z) = 2% — 22 + 2 — 3
(f) plx) =2 — 22" +22% — 5a? + 4o — 5, m(z) = 2* + 1
Sol.- (a) ¢(x) = 922 +4, r(z) = 0; (b) q(z) = 2> —x — 12, r(x) = 0; ()
q(x) = 8x3+4x? —21x/2—21/4, r(x) = 555/4; (d) q(x) = 1623 — 1622 —
9z+9, r(z) = 135; (e) ¢(z) = 2*+1, r(x) = 0; (f) q(x) = 23 —22%+2—3,

r(z) =3z — 2.

1.9 Determinar a i b perqué x = 3 sigui una arrel doble de p(z) = z* +
az?® + Tx + b.

Sol.- a = —17/3,b = 3.

1.10 En cada cas, descompondre el polinomi p(z) en factors irreductibles.

(a) p(z) =2* — 11z + 30

(b) p(x) = 2* — 2522 + 144

(c) p(z) =5zt + 523 — 252 + 5z — 30

(d) p(z) = 52° — 102" + 2023 — 4022 + 15z — 30

Sol.- (a) p(x) = (z —5)(z —6), (b) p(x) = (v —3)(z — 4)( +3)(ﬂf+4),
r) =52+ 1)(z +3)(z = 2), (d) p(z) = 5(2* + 1)(2* + 3)(z - 2).

1.11 Calcular el maxim comu divisor dels polinomis segiients.

(a) p(z) =" - 16, q(z) = 2* — 4

(b) p(x) = 152 — 60, q(x) = 3z — 122 + 12

(c) p(x) = 2* — 223 — 142% — 22 — 15, q(v) = 2> — T2? — 4o + 28
(d) plx) =2* —222+2—2, q(x) =2> — 32> + = — 3

Sol.- (a) z2 — 4, (b) 3z — 6, (c) 1, (d) z* + 1.

22



Capitol 2

Trigonometria plana

2.1 Convertir els angles segiients, expressats en graus, a radians.

Sol.- (a) 40°, (b) 18°, (c) 54°, (d) 225°, (e) 45°.

2.3 Calcular les raons trigonometriques dels angles segiients.

23



FEzxercicis

(a) 135°
(b) 120°
(c) 330°
(d) 240°
Sol.- (a) sin135° = \/Li cos135° = _\/Li’ tan135° = —1, cot 135° =

—1' (b) sin120° = i, cos120° = %, tan 120° = —\/g, cot 120° =

( ) sin330° = —l, cos330° = ﬁ, tan 330° = —\/ig, cot 330° =

\/_ (d) sin240° = —i, cos240° = %, tan 240° = /3, cot 240° =
\/5

2.4 Determinar ’angle o en cada cas, en graus i en radians.

(a) sina=1/3, a <90°

(b) cosa=—-3/5, /2 <a<m

(¢) tana =2, 180° < aw < 270°

(d) cota=—1, 270° < av < 360°

Sol.- (a) a = 19,47°, (b) a = 126,9°, (c) a = 243,43°, (d) a = 315°.

2.5 Calcular I'altura de l’edifici representat en la Figura 2.1}

UL

%/,/\/éB,GQO

30m

Figura 2.1: Calcular 'altura de 'edifici.

Sol.- 20m.

2.6 Simplificar les expressions segiients.

sin «

(a)

tan o

24
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(b) v/1 —sinay/1 +sina

(c) sin*a — cos* a

(d) cos® a + cos? asin a + cos asin® a + sin® a

(e)

cos?
1 —sin«

Sol.- (a) cosa, (b) £cosa, (c) —cos2a, (d) sina+cosa, (e) 1+sina.

2.7 Determinar si les identitats seglients son verdaderes o falses.

(a)

(b) sin®a — cos? B = sin® f — cos? a

tan a 4 tan 8

= tan o tan
cot o + cot 3 b

1+tana cos « + sin «

(c) =

1 —tano Ccos o — sin «

(d) tana + cota = 2 cos 2«
Sol.- (a) verdadera, (b) verdadera, (c) verdadera, (c) falsa.
2.8 Resoldre les segiients equacions trigonometriques.

(a) cos2zx = 2sin2z

(b) 2sin®*z + 3cosx =0

(c) sine —v/3cosx =0

(d) 2cos’x + 3cosx =2

Sol.- (a) x = 0,0747 + 2kw i x = 1,0747 + 2km, (b) v = 27/3 + 2km i
x=4r/3+2km, (¢) x = w/3+2kmix =4r/3+2km, (c) x = 7/3+2kn
ix=>5n/3+2kn.

25
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Capitol 3

Funcions

3.1 Analitzar el grafic de la Figura[3.1]i determinar si representa una funcio.
En cas afirmatiu, donar el seu domini i el seu recorregut.

Figura 3.1: Relaci6 entre dos conjunts

Sol.- Es funcié. Domini: {a,c,d,e, f,g}, Recorregut: {2,4,5,6}.

3.2 Analitzar el grafic de la Figura[3.2]i determinar si representa una funcio.
En cas afirmatiu, donar el seu domini i el seu recorregut.

Sol.- No és funcio.

3.3 Determinar el domini i el recorregut de les funcions segiients, definides

en R.
(a) f(z) = 5a?
(b) f(x)=5x*+3

27
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3.4

3.5

Figura 3.2: Relaci6 entre dos conjunts

(d) f(x) =2*+5x+12
(e) f(z) =2sinz
) f(x) =sinzx —1

—~
s

(8) flx) =2
() fa) = V=2
1
0) ) = —
) 1
() flz) = R

Sol.- (a) Domini: R, Recorregut: [0;400); (b) Domini: R, Recorregut:
[3; +00); (¢) Domini: R, Recorregut: (—oo;3]; (d) Domini: R, Recor-
regut: [23/4; +00); (e) Domini: R, Recorregut: [—2;2], (f) Domini: R,
Recorregut: [—2;0]; (g) Domini: R — {0}, Recorregut: [—0,217234;1);
(h) Domini: [2;400), Recorregut: [0; +00); (i) Domini: R — {1}, Re-

corregut: R — {0}; (j) Domini: R, Recorregut: (0;1].

Un noi llanca una pilota a ’aire, que aconsegueix una altura maxima

de 5 metres, i cau a 10 metres de distancia del noi.

Sabem que la

trajectoria de la pilota és una funcié quadratica f(x) = az® + bx + c.
Suposant que el noi és a 'origen del sistema de coordenades, i que la
pilota es llanga en direccié de 1'eix x, determinar els valors de a, b, i c.

Sol.- f(z) = —2%/5 + 2x.

Calcular els limits segiients.

28
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(a) lim (2° +1)

z—0

(b) lim (=242 —2+1)

T—r00
|
e
2 _ 11z + 30
(d) lim =T
r—5 ,1‘—5

I z? 3
(¢) smb00 (m—i—l a m2+1)

(1) lim (Va?=5—z+5)

T—r00

() lim (VaT+a? - a?)

T—r00

3 32
h) L —
(>xg§o(:v2+1 a:—3>

(i) lim (cosz — 1)

x—0
i) lim
(J) z—0 COS X
(k) lim 27
z—0 X

Sol.- (a) 1, (b) —o0, (c) 2, (d) =1, (e) —1, (f) 5, (g) 1/2, (h) —oc0, (i)
0, (j) 0, (g) no existeix.

3.6 Calcular el valor de m per a satisfer les segiients condicions.

(a) lim (1 —mz)(2x + 3)

T——00 2 —4

=6

224+ mxr—6
R T

Sol.- (a) m = -3, (b) m = —1.

sigui finit

3.7 Estudiar les asimptotes de les funcions segiients i dibuixar-les.

() J(&) = ——

22% + 3
() f(a) = -
(©) f(5) = -

29
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Capitol 4

Derivacio

4.1 A partir de la definicid, determineu la derivada de les funcions segiients:
(a) 322 +2x—38

(b) V5 —3x

(0) 2t +1

t—3
24 x
(d)

T2

Sol.- (a) 6x + 2, (b) (c)

-3
2¢/5 =3z’ 7 (t—=3)%
4.2 Deriveu les segiients funcions algebraiques:
(a) 2°Va
(b) 3z% + 4z
(c) 41'\/51; +1
(d)

\/a:—i—l

4 2 4
Sol.- (a) gx\/E (b) 62+ 4, (c) 22t v

virt Ve

4.3 Deriveu les seglients composicions de funcions:

(a) (2% —22)*
(b) 4dxvzx? + 1
(@) L
NG

31



FEzxercicis

(d) (7= vz -2)?

Sol.- (a) 8(x — 1)(z* — 2z)?, (b) 83;21%1’ (c) 2(5 — ;p)f/ﬂ’
7

Vr—2

4.4 Deriveu les segiients funcions:

Sol.-(a) —3%z?sin(52%), (b) gtan2(g) sec2(g), (c) @ j 2 cos(2— !
7 3 7 -
mv <e> 2(1‘4—5)7 (f) ln(x—i—?) - l’—”’ (g> _(2566 ) ) (h>
2 In(—3x

(1 —162%)e¥78" ) (i) —3e™3*(sin(3x) + cos(3z)), (j) :
z4/4 + In*(—3x)

(d) 1-

4.5 Trobeu la derivada n-éssima de f(z) = In(2x + 1).
2"(n —1)!
Sol.- f*(z) = (—1)"*t1— 2

4.6 Doneu l'equaci6 de la recta tangent a f(z) en el punt z = xq si

(a) f(x) =cos(52%), 20 =1,
(b) f(z)=xIn(zx+7) —z,20 =0,
(c) flz)=2% 22— 1,20 = 2.

32



FEzxercicis

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

Sol.- (a) y = ==z + 27, (b) y = (In(7) — 1)z, (c¢) y = 10z — 17.

{L‘2 ) 1‘3

w—1 22-1

Representeu graficament les funcions
Sol.-
Trobeu els valors de x on f(x) i g(x) tenen tangents paralleles, per a

(a) f(z)=a3 =22 -1, g(x) = 2* + 3z + 4,

z+1 z+3
(b) f(z) = e + ()’ g(z) = 320z,
(©) f(r) = T (o) = 2%

Sol.- (a) = §,—1, (b) 2 =3, () =+,

Una particula es mou seguint una trajectoria x(t), on ¢ representa el
temps. Determineu els tres intervals on la posicié, la velocitat i I’acce-
leracié son > 0 respectivament, si

(a) z(t) = In(t* + 3),
(b) z(t) = 273t

[=V3,V3], (b) la
5.

Un far esta a 2 km de la costa en linia recta. El seu mecanisme gira
a una velocitat constant de {5 radians, pero naturalment la llum que
impacta a 1'ull d'un observador es mou més depressa quan més lluny
del far es troba. Et trobes a 3 km en linia recta del punt de la costa més

proper al far. A quina velocitat es mou el raig de llum quan t’illumina?
Sol.- 2% 222 04 km/s.

Sol.- (a) la posicié sempre és positiva, ¢ >

posicié sempre és positiva, ¢ € [0, 2], ¢ ¢ [25

Volem fabricar una piscina de base quadrada i una area superficial de
48 metres quadrats. Trobeu les mides que maximitzen la quantitat
d’aigua que contindra.

Sol.- La piscina ha de tenir una profunditat de 2 metres i una llargada
de 4.

Trobeu el radi que ha de tenir un recipient cilindric tapat de volum V'
fixat per tal de minimitzar la seva superficie.

Sol.- {/ %
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Integracio

5.1 Trobeu una primitiva (o antiderivada) de les funcions segiients:

(a) 322422 —8
(b) V5 -3

3 5
SR
(d) 52 —+/3z

2 1
Sol.- (a) 23 + 22 — 8x + C, (b) —5(5 —32)%2, (c) = - 3

2V3 5
)

5.2 Calculeu les segiients integrals indefinides:

(©) / (3 — 22)° da
0 [
(e) / 23 ¢™ du
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Sol.- (a) 101/(z — 3) + C, (b) % +C, (c) —% +C,
(d) In(42® + 32) + C, (e) e + C, (f) sin(%) + C.

5.3 Integreu les segiients funcions exponencials:

(a) / €275 dy

[ g
(b) \/—

c) /ez\/l —erdx
et e T
d d
@[S
(e) /ecos(”) sin(7x) dx
65:1:

2
€25 1 ', (b) 2¢V% + C, (c) —3(0- )P4,

Sol.- (a)

1
2

(d) In(e? — =) + C, (e) —=e™) 4 o (f) %m(éw L)+ C.

7
5.4 Integreu per parts:

(a) /xexdx

T SlIl

(& COS

B fute
/ecos
o [+
© [

Sol.- (a) (z — 1)e* + C, (b) xIn*(x) — 2z In(x) + 22 + C,
(c) 918111( )+ cos(0) + C, (d) —z%cos(z) + 2x sin(z) + 2 cos(z) + C,
(e) §6I(COS( x) +sin(z)) + C.
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5.5 Integreu per canvi de variable:

Veril®
(b) /3m\/2m—|—7dx
© | Grapt
(d) / —(ix__(;’g dx
Sol.- (a) 2( §Va T4+ C, (b) 5<2x+7)3/2 (Br—T7)+C,

-3z +4:z:—2 15 — 4z
© g T @D 55w

5.6 Integreu buscant les derivades de In(x) i arctan(z):

241
(a)/$3+xdx
<b>/ o

Brtd "

/m +x—|—1

2 +1

@ [ 55
© [ =13

/x2—|—2ac+10

1 1
Sol.- (a) 3 ln(|x3+3x|)—|—0, (b) gln(|5x—|—4|)—|—0, (c) :L‘—f-§ In(z?+1)+C,

3 V3 V3 1 x+1
(d) 2 arctan(4)+0 (e) 3 arctan(?m)—l—C’, (f) 3 arctan( 3

5.7 Calculeu les segiients integrals definides:

(a) /O " sin(z) da

)+C.
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3 5y
d
<c>/2 e

5
(d) / |2z — 5| dx
0
4

(e)/3—|x—3|dx
1
5 2% 13

Sol.- (a) 2, (b) 2, (¢) =1In(2), (d) oL (e) 5

2

5.8 Calculeu 'area que tanquen les corbes:

17

h (b)

Sol.- (a) 5

%, (c) 2v/2, (d) 24.
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Geometria analitica plana

6.1

6.2

En quin punt del pla es tallen les seglients parelles de rectes? Dibuixa
les dues rectes en uns eixos coordenats i marca el punt de tall.

(a) 3x+5y—16=0iz—2y+2=0.
20 —

(b) x+3y —5i4— x2 Y- 1.

(c) 3m—|—2y—71x+y—3

(d) z4+y=41i3x+2y=11.

)
(e) x+y=413x+3y=12.
(f) v4+y=41i2x+2y=3.
)

2 —3 9 3
(g z Y 101‘4—11%—% —5x—|—y/10,
(h) { giifgi i{ §f§;it ,on \1itsén parametres reals.

Sol.- (a) (2,2), (b) (4,2), (c) (1,2), (d) (3,1), (e) Sén rectes coincidents:
tots els punts de x + y = 4 pertanyen a les dues rectes. (f) Soén rectes
paral-leles: no es tallen en cap punt. (g) (—1/2,3/2), (h) (7,-9).

(a) Dona l'expressié de totes les rectes del pla que passen pel punt
(3,—2).

(b) Déna 'expressio de totes les rectes del pla que tenen pendent —2.

(c) Déna l'expressié de totes les rectes del pla que son verticals.

(d) Déna l'expressié de totes les rectes del pla perpendiculars a la
rectadr —y+4=0

Sol.- (a) y=—24+m(z—3)onmeR, (b)y=—-2x+honheR, (¢
r=konkeR, (d)z+3y+h=0o0nheR.
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6.3 Considerem els punts A i B del pla de coordenades A(3,2) 1 B(5,4).

(a) Calcula les coordenades del punt mig del segment AB.

(b) Calcula les coordenades dels punts que divideixen el segment AB
en tres parts iguals.

(c) Calcula les coordenades del punt C' tal que 2 CA = 3CB.

(d) Considerem el punt D(—2,3). Calcula les coordenades del bari-
centre del triangle format pels punts A, B i D.

(e) Calcula les coordenades d'un punt E tal que els punts A, B, D i
E formi un paral-lelogram.

(f) Quina és la distancia entre els punts A i BY?
(g) Calcula les coordenades d'un punt F tal que els punts A, Bi F

formin un triangle equilater.

Sol. (a) (4,3), (b) (11/3,8/3) i (13/3,10/3), (c) (9,8), (d) (2,3), (e)
pot ser (10,3), (—4,1) o bé (0,5), (f) 2v/2 u, (g) pot ser (4—+/3,3++/3)
o bé (4++/3,3 —/3).

6.4 Donats els vectors @ = (2,a) i ¥ = (3, —2), determineu el valor de a
per tal que

(a) siguin perpendiculars.
(b) siguin paral-lels.

(c) formin un angle de /3 radians.
Sol.- (a) a =3, (b) a = —4/3, (c) a = 16 +26/+/3.

6.5 Considerem el triangle de vertexs en els punts Py(3,5), Pi(1,3) i Py(a, 10).
Determineu el valor de a de manera que

(a) el triangle sigui rectangle en Fy.
(

)
b) el triangle sigui rectangle en P;.
(c) el triangle sigui rectangle en Ps.

(d) el triangle sigui equilater.
Sol.- (a) a = =2, (b) a = —6, (c) no es pot donar, (d) no es pot donar.

6.6 Donats els vectors @ = (5,1) 1 ¢ = (a,2), determineu el valor de a per
tal que els vectors Ui @ + ¢ siguin perpendiculars.

Sol.-a=—-30béa=—-2.

40



FEzxercicis

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

Un cotxe surt de A a 60 km/h. Dues hores després surt del mateix
punt un altre cotxe a 90 km/h. A quina distancia de A troba el segon
cotxe al primer i quant de temps tarda a aconseguir-ho?

Sol.- Es troben al cap de 4 hores d’haver sortit el segon cotxe i estan
a una distancia de 360 km del punt A.

Determina les coordenades del punt simetric al (—2, 3) respecte la recta
r+2y+1=0.
Sol. (—4,-1).

Calcula les coordenades de tots els punts de la recta x — y = 3 que
estan a distancia 2u del punt P(3,2).

Sol. (3,0) 1 (5,2).

Determina la posicié relativa entre de les dues rectes x +3y —1 =01
kx4 (k—2)y + (k+ 1) =0, en funcié del parametre real k.

Sol.- Si k # —1, aleshores les dues rectes sén secants. Si k = —1, les

dues rectes son paral-leles.

Determina la posicié relativa i calcula la distancia entre les segiients
parelles de rectes del pla:

(a) x4+3y—1=0i—-2—-3y—2=0,

(b)2$—y+4—01$—2—g

(c) 20 —y+4=0i—-ax+2y+1=0,
r—3 y— 2

d =2 1 =

(d) 3y =2z +1, — 5

Sol.- (a) Les dues rectes sén paral-leles i estan a distancia 3/4/10 u.
(b) Les dues rectes sén coincidents i estan a distancia 0 u, (c) Les dues
rectes s6n secants, es tallen en el punt (—3, —2) i estan a distancia 0 u.
(d) Les dues rectes sén paral-leles i estan a distancia 1/v/13 u.

Determina I'angle entre les segiients parelles de rectes del pla:
(
(
(c)z—y=2ix—y=-2

(d) r—y=2ir+2y+V3y—4—+3 = 0.
Sol.- (a) 45° (b) 90°, (c) sén rectes paral-leles, (d) 60°.

)
b) r—y=2izx+y=2,
)
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Capitol 7
Coniques

7.1 Digues quin tipus de conica (el-lipse, parabola o hiperbola) es represen-
ta per cadascuna de les equacions segiients i representa-la graficament.

Sol.- (a) el-lipse, (b) hiperbola, (c) parabola, (d) el-lipse.

7.2 Representa graficament les segiients paraboles:

(a) y =2 -3z + 2,
(b) y =2 — 3z +9/4,
(c) y=a*— 3z + 3,
(d) y=—2*+ 32— 2,
(e) = =1y*— 3y +2.

7.3 Dona l'equacié de cadascuna de les circumferencies segiients:

(a) de centre el punt (3,—2) i radi 4,

(b) tal que un dels seus diametres té com extrems els punts (3,5) i
(_17 2)7

(c) tal que el seu centre es troba en la recta y = z, el seu radi és v/5
i passa pel punt (0, —3),

(d) de centre el punt (3,5) i que passa pel punt (—1,2).
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7.4

7.5

7.6

7.7

Sol.- () (z — 3)% + (y +2)2 = 16, (b) (x — 1)2 + (y — 7/2)? = 25/4,
(c) pot ser (z+1)2+ (y+1)> =50bé (z+2)*+ (y +2)> =5, (d)
(x —3)*+ (y — 5)? = 25.

Dona l'equacié de cadascuna de les coniques seglients:

(a) la circumferencia inscrita al quadrat de vertexs (2,—1), (6, —1),

(6,3)1(2,3),

(b) la circumferéncia circumscrita al quadrat de vertexs (2, —1), (6, —1),
(6,3)1(2,3),

(c) Tellipse inscrita al rectangle de vertexs (1,2), (—1,2), (—1,—2),
(1,-2),

Sol- (a) (z— 4% + (y— 1) = 4, (b) (z =4 + (y— 12 = 8, (c)
2 +y?/4 =1

En quin punt del pla es tallen les seglients parelles de corbes? Dibuixa

les dues corbes en uns eixos coordenats i marca els punts de tall, si n’hi
ha.

(a) la circumferéncia 22 +y* — 2z —3 =01ilarecta 3r +y —5=0,
5 51>
b) les el-lipses o +yP=1iz*+ M _ 1,
4 4

(c) la hiperbola 22 — y* = 2 i la parabola x = y?,
(d) la hiperbola zy = 11ila recta 2z —y + 1= 0.
Determina les equacions de les rectes tangents a la circumferencia

2?2 + y? = 4 que passen pel punt P(5/2,0). En quins punts es tro-
ben cadascuna de les rectes amb la circumferencia?

Sol.- y = A G 5) que es troba amb la circumferencia en el punt

8 6 4 5
(g» —g> 1y = —3 (m — 5) que es troba amb la circumferencia en el

(B
un -, — .
P 55

Determina ’equacié de la recta tangent a la circumferencia % + 3% = 4
que passa pel punt P(1,+/3).
Sol.- z + /3y = 4.
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7.8

7.9

7.10

7.11

7.12

Determina les equacions de les rectes tangents a la parabola y = 22 + 2
que passen pel punt P(0,1). En quins punts es troben cadascuna de
les rectes amb la parabola?

Sol.- y = 1+ 2z que es troba amb la parabola en el punt (1,3) i
y = 1 — 2z que es troba amb la parabola en el punt (—1, 3).

Determina les equacions de les rectes tangents a la parabola y? = 4x
que passen pel punt P(—4,0). En quins punts es troben cadascuna de
les rectes amb la parabola?

Sol.- y = /2 4+ 2 que es troba amb la parabola en el punt (4,4) i
y = —x/2 — 2 que es troba amb la parabola en el punt (4, —4).

2 2

Determina 'equacié de la recta tangent a l’el-lipse T + o 1 que

- 25
assa pel punt P [ V2, — ).
st (133
5 5

Sol-y = —~ — = (2= v2).

V=573
Determina les equacions de les rectes tangents a la hiperbola 22 —3% = 1
que passen pel punt P(3/5,0). En quins punts es troben cadascuna de
les rectes amb la hiperbola?

) 3 5 4
Sol.- y = 1 (x — 5) que es troba amb la hiperbola en el punt (5, §>
. 5 3 - 5 4
iy = —1 xr — R que es troba amb la hiperbola en el punt 373

Recordem que 1’el-lipse és la corba formada per tots els punts del pla
tals que la suma de les seves distancies a dos punts interiors és constant.
Si considerem la corba formada per tots els punts del pla tals que el
producte de les seves distancies a dos punts interiors és constant també
podem obtenir un oval, que no és una conica. Comprova que 1’equacio
de la corba formada per tots els punts del pla tals que el producte de
les seves distancies als punts (1,0) i (—1,0) és constant igual a 2 és

(=12 +9%) (+1)° +¢°) = 4,

i representa aquesta corba graficament.
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Algebra lineal

8.1 Considerem les matrius:

1
A= 2
1

S =N
w N O
—
Sy
I

41 11
-4 2 0 0
1 211

Calcula, si és possible: 3A, A+ B, A — 2B, AB, BA, A%, B?, A!,
B!, AT BT i BT A

36 0 451 1 5 4 4
Sol-34—= | 636 | A= 6844 42=6538]
30 9 77 4 4 429
3 6 -4 1 21 11_;1;
at=c a3 o) ar=(2ro)e = 2T
1 9 3 0 2 3 o0
34 _5
74 10
T A
A 5 9 3
5 9 3

8.2 Calcula els segiients determinants:

- 123 10 3 04 3
@)y 5[ M |23 4, (21 4], @] 12 -1
3 4 5 1 0 —1 -2 4 5

Solucié.- (a) —1, (b) 0, (¢) —4, (d) 12.
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8.3 Comprova que AT = BAB™!

—zﬁ 0 0 —1
A=|11 0 0 i B= 0 -1 7
0 1 0 -1 7 =2

8.4 Resol cadascuna de les segilients equacions matricials:

(a) AX =B, (b) XA=B" (c)A'X =8,

on
1 -1 0 2 —1
A=12 0 2 i B= 3 0
0 10 —4 2
-2 1 -1 —1
Sol- (a) | =4 2 |, (b ( o ) @ =4 2
7/2 1 3 0
) ) 0 1
8.5 Considerem la matriu M = 10

Calcula MY, Iy + M + M2+ M3 + M* + ...+ M2014 § )y4655
Sol.- M~! = —M, [2+M+M2+...+M2014—M1M4655——M.

8.6 Determina el rang de les segiients matrius:

1 0 -1 2 3 1 2 3 4
2 -1 013 . 5 6 7 8
A=13 1 135 PB=1 9 10 11 12
5 -2 —1 49 13 14 15 16

Solucié.- El rang de A és 2 i el rang de B és 2.

8.7 Determina el rang de les matrius segiients segons els parametres:

10 —1
4 0 —t
w —1 1 a 1 1 a 1 0
C= 4 —w 2 ., D=1 a 1 |,FE= 0O a 0 |,
3w -3 w+1 11 a 3/2 2 1
11 1 4 2 0 1 -1 3
F=|11a —a |, G=|4 2 a |, H= 2 0 2 1.
a 1 —1 2 a 3 m 2 1
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Sol.-Sit#0it#4,rgA=3;sit=00bésit=4,rgA=2.
Sis#—-1is#3/2,1gB=3;sis=—-10bésis=3/2,rgB =2.
Siw#2iw#-21rgC=3;siw=2,1gC=1;siw=-2,rgC =2.
Sia#lia#-2,r1gD=3;sia=1,rgD=1;sia=-2,rgD =2.
Sia#0,r1gkE=3;sia=0,rgE =2.

Sia#+1l,rgF =3;sia==41,rgF =2.
Sia#0ia#1,1gG=3;sia=0,1,1gG = 2.

Sim#Db5,1rgH =3;sim=5rgH =2.

8.8 Els costats d'un triangle medeixen 46, 36 i 30 cm. Prenem els vertexs
com a centre i tracem tres circumferencies tangents dues a dues. Quins
son els radis de les circumferencies?

Sol.- 10 ¢m, 20 ¢m i 26 cm.

8.9 Escriu un sistema lineal d’equacions respecte les variables x, y i z que
tingui les solucions segiients, on A i x4 sén parametres reals, (x,y,2) =
(B4+2N—pu, 24+ X —2u, 4 — X+ 3p).

Sol.- x — 5y — 3z = —19.

8.10 Escriu un sistema lineal d’equacions respecte les variables z, y i z que
tingui les solucions segiients, on A és un parametre real, (x,y,2) =
(T4+2X, =24+ X, 3= N).

Sol-z+22z =7, y+2z = 1.

8.11 Discuteix i resol els segiients sistemes lineals d’equacions, segons els
valors de A € R:

r+y—22=9 T+Yy+z=2
(a) 2v —y+42=4 (b)S 2x+3y+5z=11

20 —y +6z2=—1 T — 0y +6z2=29

20 —y+2=3 r+2y+z2=1
(c)g z—2y+3z2=1 (d) —r+22=3

dr —dy+T7z=05> 3r+2y+ Az =1

B B rT—y—2z=2

T Ay Az =2 2 +y+3z=1
(e)s 20 —y+22=0 (f)

y+z2=3
—r—3z=-2

TH+2y+52z=A

Solucié.- (a) SCD z =6,y = —2, z = —5/2.
(b)SCDz=1,y=-2,2=3.
(c) SCI (x,y,2) = (1, =8 + 5, =5+ 3u), p € R.
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8.12

8.13

8.14

(d) Si A £ —3SCD z = 3(1 — \)/(A+3), y = 2\ — 3)/(\ + 3),
z2=06/(A+3);si A\ =—-3SL
(e)SiA#1SCDz=-1,y=0,2z=1;st A =1S8CI (z,y,2) =
(2 —=3u, 4 —4u,p), p €R.

(f) SiA#—-18SI;siA=—-1SCD 2z =4/3,y=4/3, z = —1.

Nota.- SCD denota sistema compatible i determinat,
SCI denota sistema compatible i indeterminat,
SI denota sistema incompatible.

La posici6 relativa de dos plans de R?® pot ser secants, parallels o
coincidents. Determina la posicio relativa de les segiients parelles de
plans de R3, segons els valors del parametre real k.

(a) x4+ y—52=—-413z—y+2z =k,

(b) x+y—5z=—-41—-3x—3y+ 15z =k,

(¢) 2e+ky+kz=0i2x—y—2z=0.

Sol.- (a) secants per a tot k, (b) si k # 12 els plans sén paral-lels i si

k = 12 els plans son coincidents, (c¢) si k # —1 sén secants i si k = —1
son coincidents.

Determina en quin conjunt de punts es tallen els segiients conjunts de
tres plans.

(a) 2+3y+2:=0,2xr—y+2=0,4r — 5y — 32 =0,

b) z4+y+z=12r—y=2r+3y+22=0,

() x4+y—32=2,2x+2y—6z=4, z+y+z=1,
(d)3z—y+z2z=12+3y—z=3, z+y+2z=—1.

Sol.- (a) es tallen en el punt (0,0,0), (b) es tallen en la recta formada
pels punts (z,y,2) = (3/2—1t,—1/2—t,2t) on t € R, (c) no es tallen

en cap punt ja que dos dels plans sén paral-lels, (d) es tallen en el punt
(1,0,-2).

Determina el valor de k per a que els segiients plans es tallin en una
recta:

r+y+z=2 20+3y+z2=3, kx + 10y + 42 = 11.

Sol.- k=7.
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